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Lopputentti 5/3/2026 klo 9:00-12:00 

• Vastaa kahteen tehtavista 1-3 ja kahteen tehtavista 4-6 (yhteensa 
4 tehtavaan). 

• Voit kayttaa kaikkia tally kurssilla (mukaanlukien harjoitustehtavissa) tai 
aiemmilla kursseilla esitettya tuloksia, ellei sinua pyydeta tehtavassa osoit-
tamaan niita. 

• Kaikissa tehtavissa m, n E N = {1, 2, ...} ja merkitaan No = 10, 1, 2,...}. 

1. Olkoot a, b E R   ja a :h 0. Maaritellaan f: P: --~ R kaavalla 

f (t) = Ita — b12. 

Maarita f:n lokaali(t) ja globaali(t) minimoija(t). (7p) 

2. Olkoot f E Cl (I n) ja ,6 > 0. Tarkastellaan seuraavaa algoritmia: 
Askel 0: Valitse mika vain x(o)  E Rn. 
Askel k + 1: Maaritellaan kvadraattinen funktio 9k:  R' —~ R kaavalla 

9k (X) = f (X(k)) + (Vf (x(k)),x — x(k)) + QIx — x(k)I2  

= '3(X  - X(k)  )T  (X - X(k)) + (V f (
X  (k) )T (X - X(k)) + f (X(k)  ) l 

ja okoon x(k+l) funktion 9k  globaali minimoija eli 

X(k+l)  = axgminXERngk(x). 

(i) Kun k E No, maarita x(k+l) (esitd sille kaava, jossa esiintyvat f, x(k) ja/tai 
P mutta ei x). (5p) 

(ii) Ylld oleva algoritmi on yksi kurssilla kasitellyista algoritmeista (valeasussa). 
Mika niista? (2p) 

3. Olkoon x* E R' ja x(k) E R  \ {x*} jokaisella k E No. Oletetaan, etta on 
olemassa sellainen C E (0, 1), etta 

IX(k+l) - X. 

IX(k) - X*  I 
kaikilla k E No. Olkoon e > 0. 

Maarita sellainen ko  E N, etta IX(k) — x* I < e kaikilla k > ko. (7p) 

4. Esita Newtonin menetelma yhdessd ulottuvuudessa joko pseudokoodilla tai 
Python- tai MATLAB-koodilla. Pysaytyskriteerina kiinnita e > 0 ja pysayta al-
goritmi, jos IX(k+l) — X(k) I < E. (7p) 
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5. Maaritellaan f: R2 	kaavalla 

f(x1,x2) _ (xl — x2)4  + x1 — x2 — 2x1  +2X2 + 1- 

(i) Maarita kaikki pisteet, jotta toteuttavat FONCin (ensimmaisen asteen valt-
t5nlatt6man ehdon). (2p) 

(ii) Onko yksikaan kohdassa (i) loydetyista pisteista lokaali minimoija? (2p) 
(iii) Onko f alhaalta rajoitettu? (Eli onko olemassa sellaista c E 1", etta 

f (X1, X2) > c kaikilla (XI, X2) E R?) (3p) 

6. 	Kasitellaan funktiota f : R --+ R, joka maaritellaan kaavalla f (x) _ (x — 1)2. 
Yritetaan loytaa f :n yksikasitteinen globaali minimoija x* kaytt&nalla algoritmia 

x (k+l) = x(k)  — a2—k f'(x(k)), 

missy f' on f :n derivaatta ja 0 < a < 1. 
(i) Onko algoritmilla laskevuusominaisuus (eli f (x(k+l)) < f (x(k)) kaikilla k E 

No)? (4p) 
(ii) Onko algoritmi globaalisti suppeneva (eh pateek6 limk,',~ x(k) = x* kaikilla 

X(0) E J")? (3p) 
(Vinkki osioon (ii): muista, etta jos 0 < yi < 1 kaikilla i E No, niin rj 0(1- 2 ) = 0 
jos ja vain jos E o  yz = oo.) 
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