JOHDATUS LUKUTEORIAAN II

Loppukoe (Ma 2.3.2026) klo 15-18

HUOM. vastaa vain neljaan kysymyksistd 1-6.
Apuvilineiden kéytto ei ole sallittua.

1. Laske Legendren symbolit (8) ja (55)

2. (i) Mikd on Eulerin kriteeri Legendren symbolin laskemiseksi?

(ii) Osoita, ettd Legendren symboli on tiysin multiplikatiivinen, eli
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kaikilla alkuluvuilla p > 3 ja kaikilla a,b € Z.

3. Maérittele lukuteoreettisten funktioiden Dirichlet-konvoluutio. Osoita, ettd kahden mul-
tiplikatiivisen lukuteoreettisen funktion Dirichlet-konvoluutio on myés multiplikatiivinen.
4. (i) Konstruoi Fareyn jonot F ja Fy.

(ii) Osoita ettd jos z € (0,1) on reaaliluku ja € > 0 on annettu, niin on olemassa ratio-
naaliluku p/q jolle pétee |z — p/q| < € ja
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[Voit kdyttid luennoilla todistettua tietoa: kahdelle perittiiselle Fareyn jonon jéise-
nelle a/b ja c¢/d patee ¢b — ad = 1.]
5. (i) Etsi Pellin yht&lsllé 2 — 3y? = 1 kolme eri positiivista ratkaisuparia.

(ii) Osoita, ettd (i)-kohdan yht#lslla on ddrettdémin monta ratkaisuparia.

6. (i) Madrittele mikd on Z}:n karakteri. Osoita, ettd karakterin arvo on aina yksikkéjuuri.

(ii) Montako eri karakteria on ryhmaélld Z,., missd p > 3 on alkuluku? Perustele viitteesi.
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